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摘　要：可满足性问题（ＳＡＴ）是计算机科学和人工智能研究中的核心ＮＰ完全问题．构造了两类ＳＡＴ问题实例，

易解和难解实例．从理论上分析了ＢＣｅｌｌ算法求解该两个实例的运行时间，并证实了ＢＣｅｌｌ算法在某些问题上有

效而在一些问题上无效．进一步提出了一个简单的基于免疫的多目标优化算法（ＩＢＭＯ），对于一个双目标的ＳＡＴ

问题，证明了ＩＢＭＯ能够有效地找到整个Ｐａｒｅｔｏ前沿．这些分析结果从理论上证实和说明了人工免疫系统的有

效性．
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１　引言

可满足性问题（Ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｂｌｅｍ，ＳＡＴ）是

计算机科学和人智能研究领域中最基本的核心问题

之一．ＳＡＴ问题是第一个已知的ＮＰ完全问题
［１］，

其证明由Ｃｏｏｋ
［２］给出．除了其理论重要性之外，

ＳＡＴ问题在软件自动化、ＶＬＳＩ设计、数据检索以及

机器学习等方面有着广泛的应用，因此吸引了越来

越多的学者及工业界研究人员的关注．

众多学者提出了许多关于ＳＡＴ问题的经典而

有效的求解方法．主要包括完备算法
［３］和不完备算

法［４］．完备算法通常搜索整个搜索空间，总能够确定

一个命题公式是否是可满足的．然而其计算效率低，

对于大规模的ＳＡＴ问题，时间复杂度通常是指数级

的．不完备算法不执行完全搜索，只在有限的时间内

搜索部分搜索空间，通常不能正确判断ＳＡＴ问题的
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可满足性．

人工免疫系统（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌｉｍｍｕｎｅＳｙｓｔｅｍｓ，

ＡＩＳ）
［５］是一种基于脊椎动物免疫系统的仿生算法，

除了用于异常检测及分类之外，还经常用于函数优

化．ＢＣｅｌｌ算法（ＢＣｅｌｌＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＢＣＡ）是其中一

种基于克隆选择原理的克隆选择算法，由Ｋｅｌｓｙ和

Ｔｉｍｍｉｓ
［６］提出．尽管目前有大量的关于ＡＩＳ的应用

和实验研究，其理论研究还比较有限．ＡＩＳ严格的理

论基础能够有助于更好地理解算法的工作原理，以

及探索算法的有效性．

起初，理论研究工作主要关注于一些简单的免

疫算法求解人工拟布尔函数如 ＯｎｅＭａｘ、Ｌｅａｄｉｎ

ｇＯｎｅｓ等．Ｊａｓｅｎ和Ｚａｒｇｅｓ
［７］研究了一种连续高频变

异（ｓｏｍａｔｉｃｃｏｎｇｉｇｕｏｕｓｈｙｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ，ＣＨＭ）的变

异算子的性能，指出带有ＣＨＭ算子的ＢＣＡ算法在

求解ＯｎｅＭａｘ和ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ函数上的性能略差

于带有标准的位变异的（１＋１）ＥＡ算法．更有趣的

是，他们还证明了存在一些函数ＢＣＡ算法的性能要

优于演化算法．在组合优化问题方面，理论上证明了

ＢＣＡ算法在两个经典的ＮＰ难问题包括顶点覆盖

问题［８］和最长公共子序列问题［９］的一些实例上的性

能要优于演化算法．

２　问题、算法和工具

２．１　可满足性问题

布尔逻辑中，一个文字犔是一个变量狓犻或者它

的否定狓
－

犻（狓犻∈ ｛０，１｝），一个子句是若干文字的析

取，一个公式是若干子句的合取．例如，给定狀个布

尔变量狓＝（狓１，狓２，…狓狀），公式犳（狓）＝犮１∧犮２∧

…犮狀，其中子句犮犻为狀个布尔变量上若干文字的析

取．子句的合取以及每个子句由若干文字的析取组

成的形式成为合取范式 （ＣｏｎｊｕｎｃｔｉｖｅＮｏｒｍａｎ

Ｆｏｒｍ，ＣＮＦ）．ＳＡＴ问题是指是否存在一组对所有

布尔变量的真值指派（Ｔｒｕｅ或Ｆａｌｓｅ），使得整个合

取范式取值为Ｔｒｕｅ．ＳＡＴ问题也称为合取范式的可

满足性问题．

ＳＡＴ问题最初被描述为一个判定问题．

ＭａｘＳＡＴ问题为ＳＡＴ问题的一般形式．即寻找一个

指派使得满足的子句数最多．本文中考虑不带权的

ＭａｘＳＡＴ问题．其适应值定义为满足的子句个数，

如下：

ｆｉｔ（狓）＝犮１（狓）＋犮２（狓）＋…犮犿（狓） （１）

式中，犮犻（狓）（１≤犻≤犿）表示第犻个子句的真值．

２．２　ＢＣｅｌｌ算法

ＢＣＡ算法是一种带有ＣＨＭ变异算子的简单

免疫算法．该变异算子由Ｊａｓｅｎ和Ｚａｒｇｅｓ
［７］提出．下

面给出ＣＨＭ变异算子的定义．

变异算子：ＳｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｉｇｕｏｕｓＨｙｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ（ＣＨＭ）

１：均匀随机选取犪∈｛０，１，…狀－１｝；

２：均匀随机选取犫∈｛０，１，…狀－１｝；

３：　Ｆｏｒ犻＝ｍｉｎ｛犪，犫｝ｔｏｍａｘ｛犪，犫｝ｄｏ

４：　　 以概率狉∈［０，１］设置狓犻＝１－狓犻

在上述算子中，考虑位串狓∈｛０，１｝狀，狓犻为位串

狓中的第犻位．每一位狓犻（ｍｉｎ｛犪，犫｝≤犻≤ｍａｘ｛犪，

犫｝）以概率狉∈［０，１］独立地翻转．为了简单起见，本

文沿用文献［７］，同样考虑不带克隆或者衰老算子的

免疫算法，并且免疫细胞种群大小为１．以下为带有

ＣＨＭ变异算子的ＢＣＡ算法．

算法１：ＢＣｅｌｌ算法

１：Ｂｅｇｉｎ

２：　均匀随机选取初始搜索点狓∈｛０，１｝狀；

３：　Ｗｈｉｌｅ（终止条件不满足 ）ｄｏ；

４：　　创建一个新解狓＇＝ＣＨＭ（狓）；

５：　Ｉｆｆｉｔ（狓＇）≥ｆｉｔ（狓），ｔｈｅｎ狓＝狓＇；

６：　ＥｎｄＷｈｉｌｅ

７：Ｅｎｄ

正如Ｊａｓｅｎ和Ｚａｒｇｅｓ
［７］在其论文中提到的一

样，本文中考虑一种特殊情况狉＝１．在这种情况下，

如果待翻转的犫位不是连续的，则其不能一次将所

有位进行变异．相反，如果需要变异的犫位是连续

的，执行连续的犫位变异概率为Θ（
１
狀２
）．而对于简单

的（１＋１）ＥＡ算法，任意犫位变异的概率为（
１
狀
）犫（１

－
１
狀
）狀－犫＝Ω（

１
狀犫
）．

本文考虑算法的运行时间，表示算法找到一个

最优解或者近似解的适应值评估次数．对于随机算

法的理论分析，通常考虑运行时间的期望值，称为期

望运行时间或平均运行时间．

２．３　适应值划分方法

对于给定的优化问题，我们感兴趣的是算法找

到最优解或近似解的平均迭代次数．适应值划分技

术在演化算法的理论分析中得到了成功运用．其原

理是种群中最好的个体适应值一直都确保不会变

差．因此通过估计最好的个体的适应值变好的期望

时间界，来获得优化时间．这种方法称为基于适应度

划分的方法（ＦｉｔｎｅｓｓＢａｓｅｄＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ）或者适应度

等级方法［１０］．下面给出适应值划分的相关定义．

６
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定义１　 适应值划分．给定一有限的搜索空间

犛，不失一般性，考虑适应值函数ｆｉｔ：犛→ ｛犳１，犳２，

…，犳犿｝最大化，其中犳１∈瓗 （犻＝１，２，…犿）．搜索

空间犛划分成不相交的集合犃１，犃２，…，犃犿 使得犃犻

＝｛狓∈犛狘ｆｉｔ（狓）＝犳犻｝（犻＝１，２，…，犿）且犳１＜

犳２＜…＜犳犿．则称｛犃１，犃２，…，犃犿｝为基于适应值

的划分．

引理１　 令犃１，犃２，…，犃犿 是一个基于适应值

的划分，其中集合犃犿包含最优搜索点．令狓∈犃犻为

当前的搜索点，且令狆（狓）为在下一代中产生一个新

的搜索点狓＇∈犃犻＋１∪ … ∪犃犿 的概率．如果狆犻＝

ｍｉｎ｛狆（狓）狘狓∈犃犻｝，则算法ＢＣＡ找到一个最优搜

索点的期望优化运行时间为犗（∑
犿－１

犻＝１

狆犻）．

证明：见文献［１０］．

引理１给出了利用适应值划分技术估计时间上

界的方法，该方法也将用于后面的分析．

３　ＢＣｅｌｌ算法求解ＳＡＴ问题实例的性能

分析

　　本文构造了两个ＳＡＴ问题实例，说明了ＢＣｅｌｌ

算法在某些情况下有效，在某些情况下无效．我们从

理论上证明了，对于某些ＳＡＴ实例，ＢＣｅｌｌ算法的

平均运行时间能够从指数级降到多项式级．

３．１　一个难解ＳＡＴ实例

实例φ１有如下子句：

狓犻∪狓
－

犻＋１和狓狀∪狓
－

１，１≤犻≤狀－１，即该实例

的可满足性问题可表述为

（狓１∪狓
－

２）∩（狓２∪狓
－

３）∩…∩（狓狀－１∪狓
－

狀）∩

（狓狀∪狓
－

１）．

如果狘狓狘＝犽，则φ１的适应值函数为

ｆｉｔφ１（狓）＝

狀，犽＝０；

狀－１，１≤犽≤狀－１；

狀，犽＝狀

烅

烄

烆 ．

（２）

式中，狓 表示在狓的指派中１的个数．实例φ１的适

应值函数如图１所示．很显然，我们知道该ＳＡＴ实

例φ１的全局最优解为全１的位串和全０的位串，即狓

＝（１…１）或狓＝（０…０）．

定理１　ＢＣｅｌｌ算法求解实例φ１的期望运行时

间为Ω（２狀）．

证 明： 实 例 φ１ 类 似 于 大 海 捞 针 函 数

（ｎｅｅｄｌｅｉｎｔｈｅｈａｙｓｔａｃｋ）
［１１］．除了所有全为０的位

串和所有全为１的位串之外，其他搜索点均有相同

图１　实例φ１，狀＝１８

的适应值．对于该类函数，Ｄｒｏｓｔｅ等人
［１２］证明了对

于每一个 ｂｌａｃｋｂｏｘ 算法，其期望优化时间

为Ω（２狀）．

证毕．

３．２　一个易解ＳＡＴ实例

实例φ２有如下子句：

狓犻，１≤犻≤狀和狓
－

犻∪狓犼，（犻，犼）∈｛１，…，狀｝
２，犻≠犼．

如果狘狓狘＝犽，则φ１的适应值函数为

ｆｉｔφ２（狓）＝犽（２－犽）＋狀（狀－１）． （３）

式中，狓 表示在狓的指派中１的个数．实例φ２的适

应值函数如图２所示．实例φ２的适应值函数开始随

着１的个数增加而增加，然后，随着１的个数增加而

减少．

图２　实例φ２，狀＝１８

很显然，该ＳＡＴ实例φ２的全局最优解为仅含

一个１的位串，且为唯一的全局最优解．

定理２　ＢＣｅｌｌ算法求解实例φ２的期望运行时

间为犗（狀２ｌｏｇ狀）．

证明：如果当前解不是全局最优解，ＢＣＡ算法

总能够以概率Θ（
１
狀２
）使得适应值增加至少１．

定义狘狓狘０为搜索点狓中０的个数，狘狓狘１为搜

７
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索点狓中１的个数．因此根据实例φ２的适应值函数

分布情况，可知实例φ２的全局最优解为｛狓狘狘狓狘１＝

１｝．假设当前搜索点狓中０的个数为狘狓狘０＝犻，下面

考虑几种情况．

情况１：犻＝０．翻转该搜索点中任何一位均能到

达全局最优解，且ＢＣＡ算法执行该翻转的概率为

Θ（
１
狀２
）．

情况２：犻＝狀－１．即为全局最优解．

现在考虑犻≠０且犻≠狀－１的情况．该犻个０位

的每一位翻转的概率为１／狀２，则使得适应值增加至

少１的概率为犻／狀２．根据引理１，算法ＢＣＡ找到实例

φ２的一个全局最优解的期望运行时间上界为犗（∑
狀

犻＝１

狀２

犻
）＝犗（狀２ｌｏｇ狀）．

证毕．

表１表明了ＢＣＡ算法在实例φ１上无效，即需要

指数时间求解φ１，而对于实例φ２，ＢＣＡ算法能够在

期望多项式时间内进行求解．

表１　ＢＣｅｌｌ算法求解ＳＡＴ实例的运行时间

实例 运行时间

φ１ 犗（狀狀）

φ２ 犗（狀２ｌｏｇ狀）

４　基于免疫的多目标优化器ＩＢＭＯ

许多现实的优化问题包含多个相互冲突的目

标．一个多目标优化问题可形式化为

Ｍａｘｉｍｉｚｅ犉（狓）＝（犳１（狓），…，犳犿（狓））

ｓ．ｔ．狓∈Ω
（４）

式中，Ω为决策空间，狓∈Ω为决策向量．犉（狓）包含

犿个目标函数犳犻：Ω→犚，犻＝１，…，犿．式（４）中的每

个目标是相互冲突的，不存在一个单一解能够同时

优化所有目标，通常是搜索Ｐａｒｅｔｏ前沿．

如果下列不等式成立：

（１）对于任意犻∈ ｛１，…，犿｝，满足犳犻（狓＇）

≥犳犻（狓）；

（２）存在犼∈｛１，…，犿｝犳犼（狓＇）＞犳犼（狓）．

则称搜索点狓＇支配狓，记作狓＇狓．如果不存在其

他搜索点狓＇支配狓，则称搜索点狓为Ｐａｒｅｔｏ最优．

本文引入一个简单的基于免疫的多目标优化器

（ＳｉｍｐｌｅＩｍｍｕｎｅｂａｓｅｄＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚｅｒ，

ＩＢＭＯ）．ＩＢＭＯ算法是一个最简单的基于种群的用

于多目标优化的免疫算法．我们证明了对于一个双

目标ＳＡＴ问题，ＩＭＢＯ算法能够有效地找到整个

Ｐａｒｅｔｏ前沿．

ＩＭＢＯ算法包含一个可变大小的种群犘用于存

储所有个体，这些个体不会被任意其他个体支配．开

始的时候，种群初始化为一个单一元素．在算法运行

的每一代，均匀随机地从种群中选取一个父代个体

狓，并使用ＣＨＭ变异算子对狓进行变异，产生一个

子代个体狓＇．如果狓＇不被种群中任意一个个体所支

配，且它的目标向量也不包含在种群中，则狓＇将被加

入到种群中．最后，所有被新生成子代个体支配的所

有个体将从种群中移除．

ＩＢＭＯ算法是一个简单的无参数的基于中群的

多目标优化算法，其描述如下．
算法２：基于免疫的多目标优化器ＩＭＢＯ算法

１：Ｂｅｇｉｎ

２：　均匀随机选取初始搜索点狓∈｛０，１｝狀；

３：　犘←狓

４：　Ｗｈｉｌｅ（终止条件不满足 ）ｄｏ；

５：　　从犘中随机均匀选取一个元素狓；

６：　　创建一个新解狓＇＝ＣＨＭ（狓）；

７：　　Ｉｆ┐狕∈犘，使得

　　　　狕狓＇∨犳（狕）＝犳（狓＇）

８：　　ｔｈｅｎ

　　　　犘←（犘＼｛狕∈犘｜狓＇狕｝）∪｛狓＇｝；

９：　ＥｎｄＩｆ

１０：ＥｎｄＷｈｉｌｅ

１１：Ｅｎｄ

本文研究ＩＢＭＯ算法求解一个双目标ＳＡＴ问

题实例的性能．该双目标ＳＡＴ问题实例ｂＳＡＴ２定

义如下．对于，狓犻∈｛０，１｝，１≤犻≤狀，实例ｂＳＡＴ２包

含两个布尔公式ξ和ζ．

其中ξ有以下子句：

狓犻，１≤犻≤狀；

ζ有以下子句：

狓犻，１≤犻≤狀，以及狓
－

犻∨狓犼，（犻，犼）∈｛１，…，狀｝
２，

犻≠犼

如果狘狓狘１＝犽，则目标向量（犳１，犳２）为

（犳１，犳２）＝（犽，犽（２－犽）＋狀（狀－１）） （５）

式中，狘狓狘１ 表示在狓的指派中１的个数．实例

ｂＳＡＴ２的目标空间如图３所示．

适应值向量（犳１，犳２）有两个目标．第一个目标

向量犳１为布尔公式ξ的满足子句的个数，第二个目

标向量犳１为布尔公式ζ的满足子句的个数，这两个

目标都需要最大化．

８
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图３　（犳１，犳２）的目标空间，狀＝９

因为不存在单一解能够同时优化两个目标，所

以考虑寻找Ｐａｒｅｔｏ最优解集．从图３可知，实例

ｂＳＡＴ２的Ｐａｒｅｔｏ最优解集为ρ
 ＝ ｛狓狘狓∈

｛０，１｝狀＼狓＝０狀｝，即为整个搜索空间．

定理３　ＩＭＢＯ 算法能够在期望运行时间

犗（狀３ｌｏｇ狀）内找到实例ｂＳＡＴ２的整个Ｐａｒｅｔｏ前沿．

证明证明的主要思想是，我们首先找到第一个

Ｐａｒｅｔｏ最优点包含在群体中，然后再搜索整个

Ｐａｒｅｔｏ集合．

因为适应值向量的形式为（犽，犽（２－犽）＋狀（狀－

１））（犽≥１），可知种群大小最多为狀．注意到整个搜

索空间为｛０，１｝狀，除了搜索点０狀 之外，其他所有搜

索点都包含在种群中．

将整个搜索空间划分成狀个子集犃犽，犽＝１，…，

狀．对于每一个子集犃犽代表第一个目标值为犽的搜

索点．考虑两种情况．第一种情况是ＩＢＭＯ算法从一

个搜索点狓∈犃犽出发产生一个新的搜索点属于子

集犃犽－１，第二种情况是从搜索点狓∈犃犽出发产生一

个新的搜索点属于子集犃犽＋１，这两种情况对于

ＩＢＭＯ算法来说都是接受的．下面估计搜索点离开

集合犃犽进入集合犃犽－１或犃犽＋１的概率．

使用引理１中的适应值划分技术．对于第一种情

况，因为犽表示搜索点中１的个数，所有这些１位串中

指定一位翻转并产生一个新的搜索点，该搜索点也将

包含在种群中．算法先随机从种群中选择一个搜索

点，再从该搜索点犽个１位串中选取任意一位进行变

异的概率为Θ（
１
狀２
）．因此，搜索点离开犃犽 进入集合

犃犽－１的时间上界为
狀２

犽
．与犃犽进入集合犃犽－１情况类似，

搜索点离开犃犽进入集合犃犽＋１的时间上界为
狀２

狀－犽
．从

而，ＩＢＭＯ算法找到整个Ｐａｒｅｔｏ前沿的期望运行时间

为犗（狀·２∑
狀

犽＝１

狀２

犽
）＝犗（狀３ｌｏｇ狀）．

证毕．

表２说明了基于免疫的多目标优化器ＩＢＭＯ

算法能够有效的优化双目标ＳＡＴ实例．

表２　ＩＢＭＯ算法求解双目标ＳＡＴ实例的运行时间

实例 运行时间

ｂＳＡＴ２ 犗（狀３ｌｏｇ狀）

５　结束语

本文给出了一种简单免疫算法ＢＣＡ在ＮＰ难

ＳＡＴ问题上的计算复杂性分析．通过不同实例的分

析，证明了不同特征的问题对于该算法是难的还是

易的．此外，提出了一种基于免疫的多目标优化器

ＩＢＭＯ，指出ＩＢＭＯ算法能够有效找到一个双目标

ＳＡＴ问题实例的Ｐａｒｅｔｏ前沿．从理论的角度证实

了免疫算法的有效性．

对于免疫算法的理论研究，仍然存在许多开放

性的问题．本文仅考虑了ＮＰ难ＳＡＴ问题的一些具

体实例的分析，由于随机算法理论分析具有困难性，

对于一般性的ＳＡＴ问题的理论分析如近似性能分

析是未来有挑战性的工作．一些其他变异算子如文

献［６］，对于优化问题特别是ＮＰ难问题的性能如何

也是一个值得研究的方向．此外，本文考虑的ＢＣＡ

算法种群大小为１，这种简单的考虑能够通过变异

过程认识什么类型的问题对于算法是有效的，什么

类型的问题对于算法是无效的．然而，对于免疫算法

的种群规模、克隆数目等参数对于算法的性能有何

影响还需要进一步研究．这对于认识和理解免疫算

法在优化问题特别是ＮＰ难问题上的运行机理，以

及指导算法设计有较大意义，并将进一步丰富免疫

算法理论成果．
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